Sikgeometria
Megoldasok

1) Egy hurnégyszog harom szogérol tudjuk, hogy meértékiik aranya 7:6: 8.

a) Mekkorak a hurnégyszig szogei? (13 pont)
Matematika o6ran, miutidn minden diak megoldotta a feladatot, harom
tanulo a kovetkezoket allitotta:

Zsofi: A huarnégyszig minden szdge egész szam.

Peti: A hirnégyszognek van derékszoge.

Kata: A hurnégyszog egyik szoge 110 -nal is nagyobb.

b) A harom tanulé illitasa koziil melyik igaz a feltételnek megfelelo

hirnégyszigre? (3 pont)
Megoldas:
a) A hurnégysziogben a szemkozti szogeinek dsszege 180°, (1 pont)

b)

2)

A megadott aranyszamok nem feltétlentil kovetik a szogek sorrendjét a
negyszoghen, ezért harom esetet ktlonboztetink meg aszerint, hogy a harom

aranyszam kozll melyik két szig van egymassal szemben, (3 pont)
A feltételben szerepld harom szég legyen «,f,y, a negyedik &.

a+7=180°, igy a harom lehetdség:
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Helyesen megadott hurnégyszogenként 3-3 pont (9 pont)

Az a) feladat tablazataban lathato, hogy vannak olyan huarnégyszigek,

amelyekre rendre igaz a tanéran elhangzott harom allitas koziil egy-egy:

Zsofi allitasa azl., Peti allitasa a 2., Kata allitasa a 3. négyszogre igaz. (3 pont)
Osszesen: 16 pont

Az ABC derékszogii haromszog BC befogojanak hossza 18 ecm, a CA
befogéjanak hossza 6 cm.

a) Mekkorik a haromszég hegyesszogei? (3 pont)
A BC befogd egy P belso pontjat osszekotjiik az A csiicesal. Tudjuk még,
hogy PB = PA.

b) Milyen hosszi a PB szakasz? (6 pont)



Allitsunk merdleges egyenest az ABC hiromszdg sikjira C pontban! A
meroeleges egyenes D pontjara teljesiil, hogy CD 15 cm.

c) Mekkora az ABCD tetraéder térfogata? (4 pont)
Megoldas: A
- y pociacs . 6 1 o
a) A szokasos jeldlésekkel: tgfh=—=—
18 3 6
(1 pont) B
f=18,43" (1 pont] ¢ 18 B
Ekkor a =90 -p=71,57 (1 pont] A
b) Jeléljiik a derékszdgl haromszégben a
PB szakasz hosszat x-szell (2 pont) 6
A PCA haromszdgben 6° +(18-x)" = x* 2
(2pont) € 18-x P X B
36+324-36x+x =x"=x=10
Tehat PB=10 (2 pont)
c) Lasd: Térgeometria 33. feladat
Osszesen: 13 pont
3) Egy csaladnak olyan téglalap alakia telke van, melynek két szomszédos
oldala 68 m, illetve 30 m hosszi. A telek egyik sarkianal ugy rogzitettek
egy kerti locsolé berendezést, hogy a telek rovidebb oldalatol 4 m-re, a
vele szomszédos oldaltél 3 m-re legyen. A locsold berendezés korbe forgo
locsolofeje azt a részt ontozi, amely a rogzités helyétol legalabb 0,5 m-
re, de legfeljebb 4 m-re van. A telek mekkora részét ontézi a locsolo
berendezés, és ez hany szazaléka a telek teriiletének? (11 pont)
Megoldas:
A telek ontozott tertletének nagysagat megkapjuk, ha az
L kézéppontu kérgyuru tertletébdl kivonjuk az AB hur
altal lemetszett kirszelet tertiletét (1 pont)
A kérgylru tertlete: (4° -0,5")n = 49,5 m? (1 pont) .|
Az AFL derékszdgli haromszoghdl: cosa= %, amibadl
a=414" (2 pont)
L o . ) 82.8-4° .1 ,
A 2a kozepponti szogl ALB korcikk terlilete: 360 =11,6 m? (2 pont)
Az ALB egyenloszaru haromszog tertlete: = '3":182’8 = 7,9 m? (2 pont)
A korszelet tertilete tehat kb, 3,7 m? és igy a telek ontdzott terlilete kb.
49,5-3,7=45,8 m?2 (1 pont)
Ez a telek teriiletének kb. 2,2%-a. (2 pont)
Osszesen: 11 pont
4) Az ABC haromszog koriilirt kérének sugara 26 cm, BAC< = 60°

a) Szamitsa ki a BC oldal hosszat! (4 pont)
b) Hany fokos a haromsziég masik két szioge, ha az AC oldal b cm, az AB
oldal 3b cm hosszusagi? (12 pont)

A keresett értékeket egy tizedesjegyre kerekitve adja meg!



Megoldas:

a) BC=2.-26-sin60° (3 pont)
BC=45,0 cm. (1 pont)
b) Koszinusztételt felirva a BC oldalra: (52sin60°)" = b* + 9b° - 6b” cos 60°
(2 pont)
Ebbol b* =289,7, (2 pont)
Mivel b >0, ezért b=17 (és igy 3b=51). (1 pont)
Erre felirva a szinusztételt ,Emﬁ e U , amibal (2 pont)
sinb0® BC 45
sin} =0,3273, igy p=19,1°, (2 pont)
mert az AC oldallal szemkoztes [} csak hegyesszig lehet. (2 pont)
A haromszog harmadik szoge pedig kb. 100,9° | (1 pont)
Osszesen: 16 pont
o) Klari teasiiteményt készit. A meggyurt tésztat olyan ,téglatest” alaknra
nyijtotta ki, amelynek a feliilrol lathato lapja 30 em x 60 em meéreti
téglalap.
Majd egy henger alaki szaggatoval (hatarolé korének sugara 3 cm)
wkorlapokat” vagott ki a tésztabol.
Ezutan a korlapocskakbol eloszor ,holdacskakat” vagott le ugy, hogy a
szaggatd hatarolé korének kozéppontja a mar kivagott korlap
kozéppontjatol 2 em tavolsagra helyezte el, és igy vagott bele a korlapba.
(Minden bevagasnal csakis egy korlapot vagott ketté.)
Miutan minden korlapbdl levagott egy ,holdacskat”, a
kiorlapokbol wvisszamaradt részek mindegyikébol -egy masik
szaggatoval- kivagott egy-egy leheto legnagyobb kirlap alakn
siiteményt.
a) Hany cm? teriiletii egy ,holdacska” feliilr6l lathaté feliilete? (Az
eredményt egy tizedesjegyre kerekitve adja meg!) (11 pont)
Klari a ,holdacskiak” és a kis korlapok elkészitése utan visszamaradt
tésztat ismét Osszegyurta, majd ugyanolyan vastagsagira nyajtotta ki,
mint az elso esetben, de most négyzet alaku lett a kinytijtott tészta.
b) Hany cm hosszii ennek a négyzetnek az oldala, ha Klari a
30 cm x 60 cm-es téglalapbol eredetileg 50 darab 3 cm sugara
korlapot szaggatott ki? (Az eredmény egészre kerekitve adja meg!)
(S pont)
Megoldas:
a) Hasznaljuk az abra jeloléseit!
A 3 cm sugaru k korlapba bevagni ugyanazzal a kor D
alaku formaval azt jelenti, hogy az O kdzéppontu 3 cm
sugaru kort eltoljuk 2 cm-rel az OK wvektorral. A k
karlapbol kivagunk egy T tartomanyt. (rajzon szlirkével
szerepel] T-nek szimmetriatengelye a DC és az OK
egyenes. A T-t hataroldo két koriv sugara egyarant 3
cm, kidzéppontjuk O és K pont. A T tartomany két
egybevago kdrszeletbadl all (2 pont) C
Egy ilyen kirszelet (pl. a DCB) tertiletét szamoljuk ki:
bearnzeier = Dceeiion. — !Iulllnu:%:-:-l'u; (1 pont)



Az OBCD korcikk kozépponti szige és az ODC haromszog szarszoge is a DOC
sz0g. Legyen DOC< =2a
Az o nagysagat a FOC derékszogl haromszogbol szamoljuk ki,

; 1
OC=3,0F =1, innen ms“=§ (1 pont)
a=123 (a=70,543°) (1 pont)
Wpge =720 (rad)=7,39 (1 pont)
ahonnan t__.. = % =11,07 cm? (1 pont)
E =
- 2
t haromszdg 4 sln[ u] = 2! 83 cm? ” pD]'lt]
bnenseics = 5: 25 Ccm? (1 pont)
trmldnﬁ.lm = rk.l'.'lr o 2 ’ tk.nrmle: =1 l? ?8 I:‘.‘I'ﬂg ”‘ pﬂ]"lﬂ
Egy holdacska feliilrol lathato feliiletének teriilete 11,8 cm?2 (1 pont)
b) Minden koérlapbol lett egy holdacska és egy 2 cm sugaru korlap formaju
stitemény(AB = 4 cm) (1 pont)
Klari az eredeti 30 x 60 -as téglalapbdl kivagott 50 darab holdacskat és 50 db
2 cm sugaru kort. A kivagott sugarak alapteriilete:
50.11,78+50-2'n=1217 cm? (1 pont)
A maradék alapteriilet ekkor: 30-60-1217 =583 cm? (1 pont)
Ebbdl négyzet alapu format kellett késziteni azonos vastagsaggal. A négyzet
alakura kinyajtott tészta alapteriilete a maradék alaptertilet, vagyis 583 cm?
(1 pont)
Ennek a négyzetnek az oldala 583 , azaz kerekitve 24 em (1 pont)
Osszesen: 16 pont
6) Az ABC haromszioghben AB=2, AC=1, a BC oldal hossza pedig
megegyezik az A csicsbol indulé sulyvonal hosszaval.
a) Mekkora a BC oldal hossza? A hossz pontos értékét adja meg! (9 pont)
b) Mekkora a haromszog teriilete? A teriilet pontos értékét adja meg!
(S pont)
Megoldas:
a) A feladat helyes értelmezése (1 pont)
Az abra jeldléseit hasznalva az ADC haromszog AD
oldalara felirva a koszinusztételt: (1 pont)

4x* = x* +1-2xcosy, ahol 0<x, O<y<m (1 pont)

Az ABC haromszog AB oldalara is felirjuk a 4
koszinusztételt: (1 pont)
4=4x" +1-4xcosy. (1 pont)
Az elsd egyenletet beszorozva 2-vel, majd kivonva beléle a masodik egyvenletet
a kovetkezot kapjuk:

8 —4=1-2x" (2 pont)
1

Az egyenlet pozitiv gyoke x = — 1 pont

gy P EY NG (1 pont)

Igy a keresett oldal hossza: BC = 2x = . J2 (1 pont)



by T= = = 1 pont

) > 5 5 (1 pont)
& 3 1-3x2 1 J2

aAd4x  =x +1-2xcosy egvenletbdl cosy = = - = 2 pont

Y ey =5 2 3 (2 pont)

[gﬁ; siny = /1 - cos? v—.Ji-—~ ( (1 pont)

siny

Behelyettesitve: T = =— 1 pont

y 2 4 (1 pont)

Osszesen: 14 pont

7) Istvan orommel mesélte Péter baratjanak, hogy egy négyszog alaku
telket vett, amire majd hazat akar épiteni. Elmondasa szerint a négyszog
egyik szige derékszog, és az ezt kozrefogoé mindkét oldal 20,0 m hossza.
A telek masik két oldala is egymassal egyenlo hosszi, ezek 120°-o0s
szoget zarnak be.

a) Hany méter hosszi drot sziikséges az iires telek korbekeritéséhez?
(4 pont)
wMekkora hazat szeretnél ra épiteni?” - kérdezte Péter.
-Négyzet alapi sarokhazat, és koriilbeliil 100m? alapteriiletiit. Ugy
gondoltuk a parommal, hogy a hazat a derékszogu sarokba épitjik.” -
valaszolt Istvan.
nHa jol képzelem el a telek alakjat, akkor az nagyon furcsa alaki lehet.
Oda még egy kis fahaz sem fér el.” - szolt nevetve Péter.
b) Rajzolja le, milyen alaka az Istvan altal megvett telek, és milyennek
képzelte el Péter! (2 pont)
c) Legfeljebb mekkora alapteriiletii, négyzet alapi sarokhaz férne el a
telek derékszogu sarkaba az egyik és mekkora a masik esetben?
(Valaszat m2-re kerekitve adja meg! (7 pont)

Megoldas:

a) BD=20.2 (1 pont)
A BDC egyenlé szara haromszigben BDC<« =30°. A haromszoég C csucsabol
huzott magassag felezi a DB alapot. (Jeldlje F a DB oldalfelezé pontjat.) A DFC
derékszigll haromszigben cos30° = % (1 pont)
.43 1042 2042
I = ,azaz b= 1 pont
& b 7 (1 pont)
Tehat a kerités hossza: 40+ 431If_ = 72,7 (m) (1 pont)

b) Istvan ilven négyszog alakua telket latott: (1 pont)

AC-BCsink +/2siny siny

Ir' s

I i

i B
Péter konkav négyszogre gondolt (1 pont)




c)

8)

A négyzet alapu haz alapteriilete akkor a lehetd legnagyobb, ha a négyzet A-

val szembeni cstcsa a C pont.
D D

i B 4 B
Az ABCD négysziogbe berajzolva a négyzetet, az a négyszogben két egybevagod
derékszogl haromszoget hoz letre. (2 pont)
Jeldlje T a C csucsbol huzott, AD oldalnak a metszéspontjat. Ekkor a TC a
keresett négyzet oldala. Istvan konvex négyszogében TCD<« =15° (1 pont)
A TCD derékszdgl haromszdgben: cos15° = me_T (1 pont)
Mivel b=2%Y2 oy o1 = 202 oc150 215,77 (m).

NE] NE!
Ekkor a haz alapteriilete: kb. 249 m® lenne. (1 pont)
Péter konkav négyszoge esetéeben TCD< = 75°, Mivel ekkor cos75° = %1
(1 pont)
. 2042 ’ ; " 2
igy CT = ﬁ cos75°=4,23 (m). Ekkor a haz alapteriilete: kb. 18 m
lenne (1 pont)

Osszesen: 13 pont

Egy 90 m? teriiletii trapéz alaka viragagyas parhuzamos oldalainak

aranya AB:DC=3:2. Az agyast tavasszal és osszel is évszaknak

megfelelo viragokkal iiltetik be. Mindkét alkalommal mindegyik fajta

viragbol atlagosan S0 viragtovet iiltetnek négyzetméterenkeént.

Tavasszal az atlokkal kijeldlt négy haromszogre bontottak a viragagyast.

Az ABM haromszoghbe sarga viragokat, a DMC haromszogbe fehéret, a

maradék keét részbe piros viragokat iiltettek.

a) A tavaszi parositaskor hany darab fehér, hany piros és hany sarga
viragot iiltettek? (9 pont)

A ¥
Osszel a masik abra szerint tervezték meg a viragok elhelyezését. (Az
E,F,G, és H pontok a trapéz oldalainak felezépontjai.) Ekkor is fehér ( f),
piros (p) és sirga (s) virdgokat iiltettek a tervrajz alapjan.
b) Az oszi parkositaskor hany darab fehér, hany piros és hany sarga

viragot iiltettek? (7 pont)
Valaszait az alabbi tablazatban tiintesse fel!
fehér piros sarga
tavasszal

osszel




Megoldas:

a)

bj

9)

A telje betlltetéshez 50-90 =4500 db viragra van szltikség. A klilonbozd szind
viragok darabszam a megfeleld tertiletek aranyabol szamolhato. Kiszamoljuk a
megfelelé tertleteket. Jeldlje az MCD haromszdg teriiletét t, az MBA
haromszog tertiletét T, az MBC haromszoget 1, €s az MAD haromszogét t, .

(1 pont)
Az MBA és az MCD haromszogek hasonloak, hiszen szogeik paronkeént
: S ! ... 3 AM BM
egvenlok. A hasonlosag aranya alapjan: — =—=—— 1 pont
By g y Pl >~ MC _ MD (1 pont)
Az MBA haromszog terllete T = [g] t (1 pont)
Az ADC haromszog terlletét a DM szakasz MA: MC=3:2 aranyban osztja,
ezért & = %t (1 pont)
. 3
Ugvanigy t, = Er (1 pont)
A trapéz tertilete: 90=t+2t + T =t + 3t + 2,25t = 6,25t (1 pont)
t=14,4(m’) (1 pont)
A fehér viragok szama 14,450 =720 (1 pont)
a pirosaké 3-720 = 2160 a sargakeé pedig 1620 (1 pont)
Az EFGH négysziog paralelogramma, mert két szemkozti oldala pl. EF és HG
parhuzamosak az AC atloval, és egyvenlék az AC felével (1 pont)
Az EFGH paralelogramma terilete fele az ABCD trapéz teruletének,
Tercy = 45m* (2 pont)
T i = -fw%m—-r;rL:HF-m:E[HF- %] (1 pont)
Egy paralelogrammat két atloja négy egyenld terdletil haromszogre bontja,
ezert (1 pont)
, e s : o o 2250 . ”
a piros és sarga viragokbol egyarant 5 =1125 tovet tltettek (1 pont)
A fehér viragokkal betiltetett tertlet a trapéz tertletének a fele, tehat fehér
viraghol 45-50 = 2250 tévet lltettek (1 pont)
| fehér piros sarga
tavasszal i 720 2160 1620
sszel | 2250 1125 1125

Osszesen: 16 pont

Megrajzoltuk az ABCDE szabalyos sokszoget, és berajzoltuk minden
atlojat. Az atlok metszéspontjait az abra szerint betiuztiik meg: P, Q, R,
s, T.

a) Hany olyan haromszog lathato az abran, amelyek
mindharom csiicsa a megjeldlt 10 pont koziil vald,
és mindharom oldalegyenese az ABCDE otszog
oldalegyenesei és atloegyenesei koziil keriil ki?

(8 pont)

b) Tudjuk, hogy az ABCQ négyszog teriilete120 em®.
Mekkora az ABCDE otszog teriilete? Valaszat egész
eértékekre kerekitve adja meg! (4 pont)




c) Tekintsiik azt a tiz cshtcsi grafot, amelyet a megadott abra
szemléltet. Err6l a grafrol fogalmaztunk meg két allitast. Allapitsa
meg mindkeét allitasréol, hogy igaz wvagy hamis! Adjon rovid
magyarazatot a valaszra!
1.allitas: Ennek a grafnak 20 éle van.
2.allitas: Ebben a grafban van olyan részgraf, amely nyole élu kor.

(4 pont)

Megoldas:

a)

b)

c)

A szamba veendd haromszogek szogel: 36°, 36° és 108°, vagy 72°, 72° es 36°.

(1 pont)
Ezért kétféle lényegesen kilonbézdé haromszog van az abran. (1 pont)
Az olyan haromszogekbol, amelynek szogel 367, 36%és 108°%, két méret van: a
leghosszabb oldal vagy az ABCDE Gtszog oldala vagy oldala. (1 pont)
Az ilyen haromszogek szama 10+5=15 (1 pont)

Az olyan haromszigekbdl, amelynek a szigei 36°, 36%¢s 108°, harom méret
van: a legrovidebb oldal az ABCDE vagy a PORST oOtszig egy-egy oldala, illetve

a csillagdtszog egy-egy oldala (2 pont)
Az ilyen haromszigek szama 5+5+10=20 (1 pont)
Osszesen 35 haromszdog van az abran (1 pont)

Az ABCQ négyszdg rombusz, mert szemkozti szogei egyenlok: 72°és 108°. Ha
az Otszig (a rombusz) oldalat a-val jeloljiik:

a®-sin108°=120 (a=11,232cm) (1 pont)
A szabalyos Otszog terliletét 5 egybevago kodzépponti haromszig (ABO)

tertiletéb6l szamithatjuk: T, .., =5- % = ga" .tg54°, ahol m = & tg54°

: c
(1 pont)
5 120

Toppe = =+ ———— + t@54° 1 pont
ABEDE =~ o i 108° g |: P )
T pcoe = 217 cm? (1 pont)

Lasd: Grafok 15. feladat
Osszesen: 16 pont

10) Az AC,C, derékszogi haromszogben az A, csicsnal

30°-0s szog van, az AC, befogd hossza 1, az AC, H‘!fﬁ
atfogo felezopontja A,. " g
Az AC, szakasz ,folé” az AC,C, haromszighoz w0
hasonlé A,C,C, derékszigii hiromszéget rajzoljunk az ,

abra szerint. Az A C, atfogo felezopontja A,.

Az A C szakasz  ,fole” az A,CC, haromszoghtz  hasonlod
A.C,C derékszégi haromszoget rajzolunk.

Ez az eljaras tovabb folytathato.

a) Szamitsa ki az igy nyerheto végtelen sok derékszogii haromszog
teriiletének oOsszegét (az Osszeg elso tagja az A C,C haromszog
teriilete.)! (7 pont)

b) Igazolja, hogy a C,C,C,...C, tordttvonal hossza minden pozitiv n-re

kisebb, mint 1,4. (9 pont)




Megoldas:

a) Az AC,C, haromszog tertilete t, = % (1 pont)
Az A C, ,C haromszoget % aranyu hasonlosaggal lehet atvinni A CC,
haromszogbe {n elN') (1 pont)
A hasonlo sikidomok teriletének aranyara vonatkozo tétel alapjan

(1 pont)
: T 1Y 1
az A C ,C, haromszog terllete:t, =| — | t,, ==t. , ha n>1) (1 pont)
J3 3
A teriiletek Gsszegébol képzett (¢, +t, +...+t, +...) mértani sor (1 pont)
amelynek hanyadosa % (1 pont)
V3
. . . 6 3 |
A végtelen sok haromszig tertiletének dsszege: T = =S 0,433 (1 pont)
|
3

b) Lasd: Bizonyitasok 12. feladat
Osszesen: 16 pont
11) Az ABC haromszog oldalai AB = 42, BC = 40, CA = 26. Irjunk téglalapot a
haromszogbe tgy, hogy a téglalap egyik oldala illeszkedjen a haromszog
AB oldalara, masik ket csiicsa pedig a haromszog CA, illetve BC oldalara

essen. Tekintsiik az igy beirhato téglalapok koziil a legnagyobb teriiletiit!
Mekkorik ennek a téglalapnak az oldalai? (16 pont)

Megoldas:
Az ABE oldalhoz tartozd magassag
kiszamitasahoz irjuk fel a haromszog
tertiletét kétféleképpen!

T=4+54-12-14-28 =504 (2 pont)

T = 422-m (1 pont) N

A kétféle feliras egyenldségébdl m =24 o
(1 pont)

Legyen a téglalap AB-re illeszkedd oldala x, a masik oldala y.
Az ABC haromszog hasonlé az EFC haromszoghtz, mert parhuzamos

helyzetuek (2 pont)
A hasonlésag miatt ——— = 2 (2 pont)
L & 24-y 24 3
_4x
Ahonnan y = IE'BTI (1 pont)
A téglalap teriilete x fllggvényében, x € ]0;42[: t(x) = xy = lﬁﬂx%— i (2 pont)
Elegendd a % t{x)=42x - x° fUggvény szélsoérték helyét keresni (1 pont)

Teljes négyzetté alakitva a fliggvényt: x — —(x—-21)" +441 (1 pont)



A faggvéenyerték maximalis, ha a négyzetes tag nulla, azaz x =21 (1 pont)
21 e |0;42[, tehat itt van a minimum (1 pont)
A téglalap masik oldala y=12 (1 pont)
Osszesen: 16 pont

12)
a) A KLMN derékszogii trapéz alapjai KL =212 és MN = 3./75 egység

hossziiak, a derékszogii sziar hossza 102 egység. A trapézt

megforgatjuk az alapokra merdleges LM szar egyenese koriil.

Szamitsa ki a keletkezett forgistest térfogatat! (n két tizedesjegyre

kerekitett értékével szamoljon, és az eredményt is igy adja meg!)

(4 pont)

b) Az ABCD derékszidgii érintétrapéz AB és CD alapjai (AB>CD)

hosszanak osszege 20. A beirt kornek az alapokra nem meroleges AD

szarral vett érintési pontja negyedeli az AD szarat.

Szamitsa ki a trapéz oldalainak hosszat! (12 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Térgeometria 34. feladat

b) Legyen AB=a, BC=b,CD=c, DA=d. A beirt kér sugara r, kézéppontja O, az
AD oldallal vett érintési pontja E. A D-bdl indulo

magassag talppontja az AB oldalon T. - ‘
A feltételek alapjan a+c=b+d=20 és b=2r e e

(2 pont) g HLI\ N
Mivel a trapéz szarain fekvo szogek dsszege 180°, A T \,
es O a belsé szogfelezok metszéspontja, ezert az . VA < |
AOD  haromszog derékszogia O  pontban 4, :.{-*’J : /

(2 pont) /f'ﬁ . S
Ennek a derékszogl haromszognek az atfogdhoz ' — =

- - - - - A
tartoz0 magassaga éppen az OE sugar, ezéri a 1

3d* dJ3

, ahonnan r = 4 (2 pont)

magassagtétel és a feltétel alapjan: r =

d\3

lgy viszont b=2r = TR amibél adodik, hogy a TDA haromszog egy szabalyos

haromszog fele. Ebbdl kovetkezik, hogy a=c¢ +g (2 pont)

+ df =20, ahonnan (1 pont)

40
d= - 40(2-+3)~10,72
2+J_ { } !

b= d‘r 20(2V3 -3)~9,28 (1 pont)
a+c;2c+g-2[],ebbﬁlc=1ﬂ{4§—1]z'f,32 (1 pont)
a=20-c=10(3-V3)=12,68 (1 pont)

Osszesen: 16 pont



13) Az ABCD trapéz parhuzamos oldalai AB és CD és AB>CD. A trapéz
atléoinak metszéspontja K. Az ABK haromszog AB oldalahoz tartozo
magassiaga kétszerese a CDK haromszéog CD oldalahoz tartozd
magassaganak. Jelolje T az ADK haromszog teriiletét!

Hanyszorosa az ABCD trapéz teriilete T-nek? (16 pont)

Megoldas:
Jeloljlk a CDK haromszog CD oldalahoz ;
tartozo magassagat m-mel. -
Ekkor az ABK haromsziog AEB oldalahoz
tartozd magassaga 2m.

T.sn = Tis-» mert a két haromszog kozdos AB

oldalahoz  tartozé magassaguk egyenld

hosszu. (1 pont)
Az ABC ¢és az ABD haromszoglapoknak kozos része az ABK haromszoglap.
(1 pont)
igy T = Tope » azaz mindkettd T tertileta. (1 pont)
A CDK haromszog hasonlo az ABK haromszoghoz (1 pont)
) =" ) m 1
és a hasonlosag aranya — = — (1 pont)
2m 2
Mivel a hasonld sikidomok tertiletének aranyva a hasonlosag aranvanak
négyzetével egyezik meg, ezért t.,, 'L =1:4 (2 pont)
A CDK haromszog tertletét t-vel jelolve: ¢, =t+T (1 pont)
€8 Lipe =4 +T (1 pont)
Mivel az ABC és az ACD haromszog AR illetve CD oldalahoz tartozé magassaga
megegyezik, és AB=2-CD, ezért t,,- =21, (2 pont)
igy 4t+T=2(t+T) (1 pont)
Ebbdl 1:2 adodik (1 pont)
Ezért £, =t+T = gr és t,,. = 3T (2 pont)

Mivel £, =t + L, €261t az ABCD trapéz terillete 4,5-szerese T-nek (1 pont)
Osszesen: 16 pont

14) Kartonpapirbél kivagunk egy 1,5 dm magassagi ABC szabalyos
haromszoglapot. A haromszdglapon parhuzamost hizunk a haromszog

mindegyik oldalaval, mindegyikbol ugyanakkora 0,5 deciméternél kisebb
x tavolsagra. Ezek az egyenesek az A BC szabalyos haromszog

oldalegyenesei.
a) Irja fel az A B,C, hiromszidg teriiletét x fiiggvényében! (6 pont)
b) Szeretnénk egy A B/C, alapi x magassagi, feliil nyitott egyenes

hasab alaka irdasztali tolltartot létrehozni a lapbodl, ezért levagjuk a
folosleget, majd az A B, C, haromszog élei mentén felhajtottuk a

hasab oldallapjait. Mekkora x estén lesz a keletkezett hasab térfogata
maximalis? (10 pont)



Megoldas:

a)

b

Az ABC szabalyos haromszog oldalhossza a = J3. Az ABC sulypontja 0,5 dm
tavolsagra van a haromszog oldalegyeneseitdl, s mivel x<0,5, igy ez a

salypont az ABC, haromszbog az ABC ;:‘
haromszig belsejében van. (2 pont) / \
Az A;B,;C pontok rendre az ABC haromszog f.-"‘ X AN
A-bol, B-bél, C-bdl indulé belsd sziglelezdjének ;’I }<‘~ H‘
egv-egy pontja. Jeldljuk b-vel az ABC, / /;’ N, A
haromszog oldalanak hosszat, VA x'x‘x HI
Az  abra  szerinti cerT derékszogu / af Yo
haromszégben legyen x =CT és y=TC /l,; ,ﬁ.iq':i.;‘mja
o A b 7 N
Ekkor ctg30° = 2, igy y = xJ3 (2 pont) L
X
A tengelyes szimmetria higyvelembevételéevel: b = 1..'{5 —2.\:-.,@ (1 pont)
b .J3 3J3(1-2x)
ABC = 4 = {4 ) dm? (1 pont)

Lasd: Térgeometria 14. feladat
Osszesen: 16 pont

15) A Csendes-ocean egyik kis szigetétol keletre, a szigettol 16 km

tavolsagban elsiillyedt egy fold koriili Giton jaro vitorlas. A legénység egy
mentocsonakban segitségre var, a naluk lévo jelado késziilek hatosugara
mindéssze 6 km. Amikor a vitorlas elsiillyedt, akkor a szigettol délre, a
szigettol 24 km tavolsagra volt egy tengerjard hajo. Ez a hajoé allandoan
északkeleti iranyba halad, a hajotorottek pedig a vitorlas
elsiillyedésének helyérol folyamatosan kiildik a vészjeleket.
a) Igazolja, hogy a tengerjaro legénysége észlelheti a segélykeéro jelzést!
(7 pont)
Egy 1,5 km magassagban halado repiilogép éppen a sziget felett van,
amikor a repiilogép fedélzeti miiszerei észlelik a tengerjaré hajot, amely
a vitorlas elsiillyedése ota 20 km-t tett meg.
b) Mekkora depresszio szog (lehajlasi szog) alatt észlelik a muszerek a
tengerjarot? Valaszat fokban, egészre kerekitve adja meg! Szamitasai
soran a Fold gorbiiletétol tekintsen el! (7 pont)

Megoldas:

a)

A feladat feltételeit felttintetd jo abra.

A sziget az S, a mentdcsonakot az M, a tengerjaro X . . .
hajot a H pont jeloli. A hajo utjanak és az SM ;--;’.'
egyenesnek a metszéspontjat jelolje A. (2 pont) —

A HSA haromszig derékszogl, egyvenld szari, 24

ezert AS=24 km (1 pont)

MA =8 km (1 pont)

Valamint az APM haromsziog derékszoga és van _

45°-0s szge (1 pont) .~

Ezért MP = 442 (= 5,7) (1 pont)

Mivel MP < 6 km, ezért a hajo legénysége észlelheti a jelzéseket. (1 pont)



b) A feladat feltételeit feltintetd jo abra n

A repulogep (R), a sziget (S) és a tengerjaro hajo (7) egy S- | —~ a7

nél derékszogl haromszog harom cstcsaban helyezkedik o= g

el. (1 pont) S  fm

Az ST tavolsagot koszinusztétellel szamolhatjuk ki -ﬁ“

ST? =242 +20% —2.24.20-cos 45" (2 pont) S

ST =17,2 km (1 pont)

A depresszid szog nagysaga megegyezik a TRS derékszogd haromszog RTS

szogének nagysagaval (valtoszigek). (1 pont)
RS 1,5

tgRTS« = — : 1 pont

8 TS 17,2 .10

A depresszio szog kb 5 nagysagn (1 pont)

Osszesen: 14 pont

16) Az abran egy mosogép vazlatos rajza lathato. A kisebb, 1
cm sugariu kerék a motor tengelyéhez kapcsolodik, és egy
hajtoszij segitségével forgatja meg a mosogép dobjahoz
rogzitett, 20 cm sugarii kereket, amitol a dob és benne a
ruhak forognak mosas koézben. A két kerék tengelye
parhuzamos, a tengelyek tivolsaga 46 cm. (A hajtoszij a
tengelyekre meroleges sikban van.) Milyen hosszia a feszes
hajtoszij? (13 pont)

Megoldas:

J& abra felrajzolasa (2 pont)
A keresett hajtoszijhossza az egymassal egyenldé hossza EE, és E.E,
érintoszakaszokbol, valamint a rovidebb E E, korivbol és a hosszabb E.E,
karivekbal all (1 pont)
Az O,-en keresztlil az EE, érintdszakasszal huzott parhuzamos
metszéspontja O,E,-vel legyen M

Az O,MO, derékszigi haromszoghol

—y

|

i

E.E ,=OM =+46>-19% = 1755 ~ 41,9cm (2 pont)
19

CosSoL = — 1 pont
26 (1 pont)

ahonnan o = 65,6 (1 pont)

A hosszabb E.E, kirivhez tartozo kozépponti szig

360° -2a = 228, 8° (1 pont)

e . 228,8°

A hosszabb E,E, koriv hossza igy 360° -2:20m = (1 pont)

=79 cm (1 pont)

A rovidebb E E, kirivhez tartozo kézépponti szig

200=131,2° (1 pont)

& 3 . 131,2°

A rovidebb E,E, koriv hossza igy SE0E

2,3 cm (1 pont)

Innen a feszes hajtoszij hossza megkizelitdleg

2:41,94+79,9+2 3=166cm (1 pont)

Osszesen: 13 pont



17) Egy 1 meéter oldald négyzetbe egy masodik négyzetet rajzoltunk fGgy,
hogy a belsonégyzet minden csiicsa illeszkedjen a kiilso négyzet egy-egy
oldalara. A belso és a kiilso négyzet oldalainak aranya 5: 7.

a) Milyen arinyban osztja két részre a belsdo négyzet csiicsa a kiilso
negyzet oldalat? Az arany pontos értékét adja meg! (10 pont)

A belso négyzetbe egy ujabb, harmadik négyzetet rajzolunk tugy, hogy a

harmadik és a masodik négyzet oldalainak aranya is 5: 7. Ezt az eljarast

aztan gondolatban végtelen sokszor megismételjiik.

b) Mekkora lesz a kapott négyzetek keriileteinek az dsszege, ha a
kiindulasi négyzet keriilete is tagja a (végtelen sok tagii) 6sszegnek?

(6 pont)

Megoldas:
a) Jo abra felrajzolasa (1 pont) X I -x :

A belso négyzet oldala % meéter (1 pont) o ~ s

A belsd négyzet a kiilsd néegyzet oldalait x és 1- x-re 7

bontja (1 pont)

A felosztas mind a 4 oldalon ismétladik (1 pont)

2
Pitagorasz-tétel szerint x* +(1-x)° = (g} (1 pont)
2 24

Ahonnan 2x” -2x+ 29 =) (1 pont)

. P 4 3

Ennek megoldasai x, = = g (2 pont)

3 4
Ahonnan 1-x, =3 1 -, == (1 pont)
A belsd négyzet a kiilso négyzet oldalait 3:4 aranyban osztja (1 pont)

b) Lasd: Sorozatok 15. feladat
Osszesen: 16 pont

18) Egy 15°-0s emelkedési szogii hegyoldalon &allé fiiggoleges fa egy adott
idopontban a hegyoldal emelkedésének iranyaban 3 meéter hosszi
arnyékot vet. Ugyanebben az idépontban a kozeli vizszintes fennsikon
allo turista arnyékanak hossza éppen fele a turista magassaganak. Hany
méter magas a fa?

Valaszat egy tizedesjegyre kerekitve adja meg! (12 pont)
Megoldas:

A szovegnek megfeleld, az adatokat

helyesen feltinteté abra. (2 pont)

Az ACB es DFE szigek egyenlok, mivel
mindkeité a napsugarak és a fliggoleges
altal bezart szog. (1 pont)
A DEF derékszdgli haromszoghen:

1 |
tgo = — = = 2 t
B = 5a 2 12 pony)
a=26,57° (1 pont)
BAC szdg (90° -15° =)75° (1 pont)

ey p = 78,43°. (1 pont)



sin78,43° x

Szinusztétel az ABC haromszoghen:) ————— = — 2 pont
(g Boen:) Sin2e,57° 3 € pon)
x=6,57 (1 pont)
A fa tehat koriilbel{il 6,6 méter magas. (1 pont)

Osszesen: 12 pont

19) Az ABCDEF szabalyos hatszégben a révidebb 4tlé hossza 52 .

a) Szamolja ki a hatszig teriiletének pontos értéket! (6 pont)
b) Az ABCDEF hatszig oldalfelez6 pontjai dltal meghatarozott szabalyos
hatszog teriiletét jeldlje t,, a t, teriiletii hatszog oldalfelezo pontjai
altal meghatarozott szabalyos hatszog teriiletét t,, és igy tovabb,

képezve ezzel a {t,} sorozatot. Szamitsa ki a lim(¢ +¢t,+...+¢,)

e

hatarértékét! (Pontos értékkel szamoljon!) (10 pont)

Megoldas:

a) Ha a hatszog oldalanak hossza a, a rovidebb atlo az a oldalu szabalyos
haromszog magassaganak kétszerese, (1 pont)
igy a3 = 542, ahonnan a = 542 = Sﬁ] (2 pont)

J3 3
A szabalyos hatszog tertlete 6 darab a oldala szabalyos haromszog
tertiletének Osszege, (1 pont)
gy T=6 a_f =253 (2 pont)

b) A t terileta szabalyos hatszog oldala az ABC haromszog AC oldalahoz (mely
az eredeti hatszog rovidebb atloja) tartozo kozépvonala, (1 pont)

52
hossza q, =--‘2£, (1 pont)
‘J3 7543
b= 61:11:’_ = :" (1 pont)

A kovetkezo szabalyos hatszog t, tertletét megkaphatjuk példaul ugy, hogy a
t, teruleta hatszog szomszédos oldalfelezo pontjait Gsszekito szakaszok altal
a hatszogbdl levagott haromszogek terliletének dsszegét levonjuk ¢ -bol.

2
D | s o
y s _6[2] SIn120®  3.7543( 22543 Bl
=2 > 6 | 16 ) ¥
A |t | sorozat mértani sorozat, (1 pont)
amelynek hanyadosa g = —;— = % (1 pont)
]
A kérdéses hatarértek annak a mértani sornak az dsszege, amelynek elso
tagja ¢, = f—?ﬁ. hanyadosa pedig g = % (1 pont)
Igv Iim[t,+t‘,+...+r.,{}=li= (1 pont)
o= — q
= TE\E . (1 pont)

Osszesen: 16 pont



20)a) Egy téglalapot 720 darab egybevagd kis téglalapra daraboltunk szét.
A kis téglalapok oldalai koziil az egyik 1 cm-rel hosszabb, mint a
masik. Hany em hossziak egy-egy kis téglalap oldalai, ha a nagy
téglalap teriilete 2025 cm?? (7 pont)

b) Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbol 6sszesen 720 olyan hatjegylu szam
képezheto, melynek szamjegyei kozott nincsenek egyenlok. Ezek

kozott hany 12-vel oszthatdé van? (S pont)
Megoldas:

a) Egy kis téglalap oldalainak hossza x cm, illetve x+1 cm, tertlete
2

xX:(x+1)em”. (1 pont)
A feladat szdvegébdl kiindulva: 720-x-(x+1)=2025, (1 pont)
A zarojelet felbontva, majd 45-tel leegyszerusitve:

16x° +16x-45=0 (1 pont)
A két gydke x-nek: x, =1,25; x, =-2,25. (1 pont)
A negativ gyok nem lehet megoldasa a feladatnak! (1 pont)
A téglalap rovidebb oldala tehat 1,25 em, hosszabb oldala pedig 2,25 cm
hosszu. (1 pont)
Ellenérzeés: 720-1,25-2,25 = 2025 igaz, tehat a valasz helyes. (1 pont)

b) Lasd: Szamelmélet 5. feladat
Osszesen: 12 pont

21) Megadtunk harom  egyenest, és mindegyiken
megadtunk 6t-6t pontot az abra szerint.

a) Hany olyan szakasz van, amelynek mindkét
végpontja az abran megadott 15 pont valamelyike,
de a szakasz nem tartalmaz tovabbi pontot a ' -
megadott 15 pont koziil? (6pont) + o ®

Az egyenld oldali ABC haromszig 18 egység hosszilisagn oldalait hat-hat

egyenlo részre osztottuk, és az abra szerinti
osztopontok Osszekotésével megrajzoltuk a PQR

haromszoget.
b) Szamitsa ki a PQR haromszog teriiletének pontos
értékét! (10 pont)
Megoldas:

a) Ldsd: Kombinatorika 31. feladat

b) Az abra jeloléseit hasznaljuk. A CNM haromszig egy O egyseég :
oldalu szabélyos haromszog, (2 pont) v\
A CNM szabalyos haromszdg magassaga az ABC szabalyos e &

haromszog magassaganak a harmada | CG = - CFJ (1 pont) AL A
CG = [%-lﬂ-ﬂ JBJ_ (1 pont)

a POMN trapéz magassaga pedig ennek a kétszerese: / A\
FG = 6\'@; (1 pont)



A POR haromszig hasonlo az MNR haromszighdz, mert szogeik paronként

egvenlok (cstcsszigek, illetve valtoszogek). (1 pont)
A két haromszog hasonlosaganak aranya 2:1, (1 pont)
igy a megfeleld oldalaikhoz tartozo magassagainak aranya is ennyi. (1 pont)
Ezért FR =443, (1 pont)

és a POR haromszog teriilete [ 24\4’5 (teriiletegység). (1 pont)

12443
T_}

Osszesen: 16 pont

22) Egy televiziokésziilék termékleirasaban szereplo ,,16:9-es tipus” azt adja

meg, hogy mennyi a téglalap alakd tv-képernyo két szomszédos

oldalhosszanak aranya, a ,,40 colos” jellemzo pedig a képernyo atléjanak

a hosszat adja meg col-ban (1 col ~ 2,54 cm).

a) Szamitsa ki a 40 colos, 16:9-es képernyo oldalainak hosszat! Valaszat
cm-ben, egy tizedesjegyre kerekitve adja meg! (6 pont)

b) Két 16:9-es képernyo koziill az elsonek 69%-kal nagyobb a teriilete,
mint a masodiknak. Hany szazalékkal nagyobb az elso képernyo

atlgja, mint a masodiké? (S pont)
Megoldas:
a) A képernyd oldalainak hosszat (cm-ben) jeldlje 16x és 9x. (1 pont)
40 col = 101,6 cm (1 pont)
A Pitagorasz-tétel szerint: (16x) +(9x) =101,6" (1 pont)
337x° =10322,56 (1 pont)
Ebbél mivel x>0 x = 5,535 (cm). (1 pont)
A képerny6 oldalainak hossza tehat (16x =) 88,6 cm és (9x =) 49,8 cm.
(1 pont)
b) Az elsé képernyd tertilete a masodik tertletének 1,69-szerese. (1 pont)
A ket (téglalap alakd) képernyd hasonlo, ezért (1 pont)
a tertiletlik aranya a hasonlosaguk aranyvanak négyzetével egyvenlé. (1 pont)
A kepernydk hasonlosaganak (és igy atloik hosszanak) aranya m =13
(1 pont)
Az elso képernyo atloja 30%-kal nagyobb, mint a masodike (1 pont)

Osszesen: 11 pont

23)a) Igazolja a kovetkezo allitast: ha egy négyszog szogei valamilyen

sorrendben egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai, akkor a
negyszog hurnégyszog vagy trapez! (6 pont)
b) Fogalmazza meg az elozo allitas megforditasat, és dontse el a
megforditott allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!
(3 pont)
Egy geometriai épitokészletben csak olyan palcikik vannak, amelyek
hossza centiméterben meérve egész szam, és mindenféle lehetséges
hosszisag elofordul 1 em-tol 12 em-ig. (Mindegyik fajta palcikabol
elegendden sok van a készletben.)
c) Hany kiilonbtz6 médon valaszthatunk ki 4 palcikat a készletbdl agy,
hogy beloliik egy 24 cm keriileti érintonégysziget lehessen épiteni?

(Két kivalasztast kiilénbbzének tekintiink, ha az egyik kividlasztas 4



pélcikdja nem allithaté parba a masik kividlasztias 4 palcikajaval gy,
hogy mind a 4 parban egyenlo hosszi legyen a két palcika. Tudjuk
tovabba, hogy ha a, b, ¢, d pozitiv szamok, és a+c=b+d, akkor az
a, b, ¢, d hosszlisagin szakaszokbdl szerkesztheto négyszog.) (7 pont)

Megoldas:
a) Legyen a négyszog legkisebb szoge o fok, a sorozat differenciaja pedig d fok

b

¢)

(d = 0). Ekkor a négyszig szogei (valamilyen sorrendben) o, a+d, a+2d €s

a + 3d fok nagysaguak. (1 pont)
A négyszag belsod szigeinek dsszege 360 , ezért 4a + 6d = 360, (1 pont)
vagyis 2u +3d =180, (1 pont)
20+3d=(o+d)+(a+2d), ami azt jelenti, hogy a négyszog két-két szdgének
tisszege 180 . (1 pont)
Ha a két szog szomszédos, akkor a négyszog trapéz, (1 pont)
ha pedig szemkdzti, akkor harnegyszog,

Tehat az allitast igazoltuk. (1 pont)

A meglorditas: Ha egy négyszog trapéz vagy hurnégyszog, akkor a szogei
(valamilyen sorrendben) egy szamtani sorozat szomszédos tagjai. (1 pont)

A megforditas hamis. (1 pont)
Egy ellenpélda. Példaul: egy trapéz, amelynek szogei 50, 70, 110 és 130
nagysagnak. (1 pont)

Lasd: Kombinatorika 34. feladat
Osszesen: 16 pont

24) A fénymasolé gépekhez is hasznalt téglalap alaka papirlapok

mindegyikének olyan a méretezése, hogy a hosszabb és a rovidebb oldal

aranya {megkﬁzelitﬁleg]ﬁ . Ezt a szamot roviden a téglalap alakid

papirlap méretaranyanak is nevezik.

a) Mutassa meg, hogy ha egy /2 méretaranya papirlapot félbeviagunk
ugy, hogy a vagasi él mercleges a papirlap hosszabb oldalara, akkor
az igy keletkezé két egybevagé papirlap ugyancsak /2 méretaranyi
lesz! (4 pont)

A szabvanyos papirlapok méretét egy nagybetiivel és a betii utan irt

természetes szammal jelolik (példaul AO, Al, BS). Az AO-s papirlap

meéretaranya J2 , a teriilete pedig éppen 1 m?2.

b) Szamitsa ki az AO-s papirlap oldalainak hosszat egész milliméterre
kerekitve! (4 pont)

Ha az AO-s papirlapot hosszabb élére merclegesen félbevagjuk, akkor két

Al-es papirlapot kapunk. Az eljariast tovabb folytatva kapjuk az A3-as,

A4-es, AS5-0s papirlapokat. A leggyakrabban hasznalt irodai masolopapir

A4-es méretin és ,80 g-os". A ,80 g-os” jelzés azt jelenti, hogy 1 m?

teriiletii masolépapir tomege 80 gramm.

c¢) Egy csomagban 500 darab A4-es ,,80 g-os"” papirlap van. Hany kg egy
ilyen csomag tomege, ha a csomagoléanyag tomege 20 g? (5 pont)

Megoldas:

a)

Az eredeti papirlap rividebb oldala legyen x hosszusagu, ekkor a hosszabb
oldala 2 x hosszusagu. (1 pont)



bj

A félbevagassal kapott papirlap egyik oldalanak hossza x, a masik oldalanak

hossza pedig ;.x: lesz. (1 pont)
(Mivel % <1, ezért) %xa rovidebb oldal hosszusaga. (1 pont)
A félbevagassal kapott papir méretaranya x:--x= V2, ez valoban
megegyezik az eredetivel, (1 pont)
(Ha a riovidebb oldal hossza x méter, akkor) a papir terilete: x- J2x =1 (m2).
(1pont)
A papir rovidebb oldala x = f% = 0,841 (cm), azaz 841 (mm), (2 pont)
hosszabb oldala \fﬁ x=1189 (mm). (1 pont)
Egy Ad4-es lap az 1 m2 -es AO-s lap négyszeri félbevagasaval kaphato
(AO—A1--+A2 A3 A4, (1 pont)
tehat 16 darab A4-es lap egytttes tertlete 1 m?, (1 pont)
Az 500 darab A4-es lap terilete 0sszesen 31,25 m?, (1 pont)
Ezért 1 csomag tdmege 31,25-80+20 = 2520 gramm, (1 pont)
azaz 2,52 kg. (1 pont)

Osszesen: 13 pont

25) Egy kor kozéppontja egy derékszigii haromszog b hossziasagu befogojara

illeszkedik. A kor érinti a ¢ hosszusagia atfogot és az a hossziasagh
befogd egyenesét is. Andrea és Petra egymastol fiiggetleniil kifejezték a
kor sugaranak hosszat a haromszog oldalainak hosszaval. Andrea szerint

2
a kor sugara R, = i, Petra szerint pedig R, = e
a+c b
a) Igazolja, hogy R, = R,! (S pont)
b) Bizonyitsa be, hogy Andrea képlete helyes! (4 pont)

Egy derékszégu haromszog oldalai a =8 cm, b=6 cm és ¢ =10cm.

Megrajzoltuk azt a két kort, melyek kozéppontja a haromszog egyik,

illetve masik befogojara illeszkedik, és amelyek érintik a haromszog

masik két oldalegyenesét.

c¢) Szamitsuk ki, hogy a két kirnek a haromszog belsejébe eso M
metszéspontja milyen messze van a derékszogu C csicstol! (7 pont)

Megoldas:
a) Azt allitjuk, hogy —22— =2°=2 igaz (a,b,c > 0) (1 pont)
' a+c b
Mindkét oldalt a-val osztva, majd b(c + a)-val szorozva: b” = (c—a)(c+a)
(1 pont)
Atalakitva: a’+b’ =c¢*, ami a Pitagorasz-tétel miatt minden derékszogl
haromszogre igaz. (1 pont)

Az alkalmazott atalakitasok ekvivalensek voltak, (1 pont)



D)

"

ezért az eredeti ﬂ‘i = ““}; 2 sllitas is igaz (tehat Rs = Rp ). (1 pont)
Helyes abra. (1 pont)

A derékszogl haromszog  teruletét :

kétfeleképpen is felirhatjuk: T = E—; , illetve bt,i:“ €

T = Tycas + Tom = -+ 5 (pont) |/ TN

Tehat ab=aR +cR (1 pont) C a - B
vagyis R= . |Ezt kellett bizonyitani.) (1 pont)

a+c
Helyezziik el a derékszioga haromszoget és a két kort derékszoga koordinata-
rendszerben. (Az egység legyen 1 cm hossziu.) A koordinatai A(0;6) B pont

koordinatai B(8;0); C(0;0) (1 pont)
PRE ab 45 ab 48 B
A két kor sugara: K, = =—=3, R, = =—=, 2 pont
S T T TR v pouhy
A kirdk egyenlete: x° +y* —6x=0, illetve x* +y° —?y =0 (1 pont)
A ket kior egyenletébdl alkotott egyenletrendszer megoldasa megadja az M
384 432
tot: M| —;—— 2 t
R [145 145] 4 )
o 3847 +432° 48 |
A CM tavolsag: - = = 3,99 (ecm 1 pont
? J 145’ J145J ko) WPy

Osszesen: 16 pont

26)a) A PQRS hurnégysziget a PR és a QS atlok megrajzolasaval négy

haromszdgre bontottuk. Igazolja, hogy ezek koziil a két-két
szemkdzti haromszog hasonl6é egymashoz! (4 pont)
Az ABCD harnégyszog AB oldala a négyszog koriilirt korének egyik
atméroje. A négyszog BC oldala 3 cm, a CD oldala 5 em hosszi, tovabba
BCD<« =120°.
b) Szamitsa ki a négyszog BD atlojanak, AB oldalanak és AD oldalianak

hosszat, valamint a négyszog tobbi szogét! (10 pont)
Megoldas:
a) Az atlok metszéspontjat jeldlje E. A kertileti szogek
tétele miatt
POS« = PRS= és QPR< = QSR«  (azonos ivhez
tartozo kertleti szdgek). (2 pont)
A PEQ és az SER haromszogekben keét-két szog
megegyezik (igy a harmadik is), ezért ez a keét
haromszog hasonlo. (1pont)
Ugyanigy bizonyithatjuk a OQER és a PES
haromszogek hasonlosagat is. (1 pont)
b) BCD haromszigben felirjuk a koszinusztételt:

BD’ =3 +5"-2-3-5-cos120°.
BD =7 (cm)




(A hurnégyszogek tétele miatt)] az ABCD négyszog DAEB szige

(180® -120° =) 60° -o0s, (1 pont)
a Thalész-tétel miatt pedig ADB =907, (1 pont)
ezert az ADB haromszog egy szabalyos haromszog fele. (1 pont)
AD = B = a .} = 4,04 (cm)

v3 3 (2 pont)
AB =2AD = 8,08 (cm)
Szinusztétellel a BCD haromszoghol:

i
CBD<« = 38,2°
ABD< ~ 68,2° (2 pont)
ADC« ~111,8°

Osszesen: 14 pont
27) A Téglacska csokiszelet gyartéja akciot indit: ha a szerencsés vasarlo a
csokiszelet csomagolasanak belso oldalin a ,Nyert” feliratot talilja,
akkor ezzel egy iijabb szelet csokit nyert. A gyarté ugy reklamozza a
termékét, hogy ,minden 6tédik csoki nyer”. (Ez tgy tekintheto, hogy
minden egyes csoki 0,2 valésziniliséggel nyer.)
a) Juli ot szelet csokoliddét vasiarol. Mennyi annak a valdsziniisége,
hogy az ot szelet csoki kozott legalabb egy nyero csoki lesz? (4 pont)
Pali is ot szelet csokoladét vasarolt, és végiil hét szelet csokival tért
haza a boltbol, mert nyert még kettot.
b) Vizsgilja meg, hogy az alabbi két esemény koziil melyiknek nagyobb
a valosziniisége!
I. Ha valaki megvasarol ot szelet csokit, akkor azok kozott két
nyero csoki lesz, de a két nyereménycsoki egyike sem nyer.
II. Ha wvalaki megvasarol ot szelet csokit, akkor azok kozott egy
nyero csoki lesz, a nyereménycsoki nyer egy hetedik szelet csokit,
de az mar nem nyer. (7 pont)
Egy masik akciéban a csokiszelet térfogatat 20%-kal megndvelték, de
tovabbra is wvaltozatlan aron adtak. A csokiszelet téglatest alakna, az
eredeti és a megnovelt szelet (matematikai értelemben) hasonlé. Az
akcios szelet 1 cm-rel hosszabb az eredeti csokiszeletnel.
c) Hatarozza meg az eredeti csokiszelet hosszusagat! Valaszat egész
cm-re kerekitve adja meg! (5 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Valosziniiségszamitas 40. feladat
b) Ldsd: Valdsziniiségszamitas 40. feladat
c) A csokiszelet térfogatanak 20%-os nivekedése azt jelenti, hogy a térfogata

1,2-szeresére valtozott. (1 pont)
(Hasonlo testek tértogatanak aranya a hasonlosag aranyanak kobe, igy) a
hasonlosag aranya {ﬂ = 1,063. (1 pont)
(Az eredeti szelet hossziisagat x-szel jeldlve) ,063x=x+1, (1 pont)
ahonnan x=15,9. (1 pont)
Az eredeti szelet hossza (a kért kerekitéssel) 16 cm. (1 pont)

Osszesen: 16 pont



28)
a) Az ABCD négyzet koriilirt korén felvettiink egy olyan P pontot,
amelyik mnem <csiicsa a mnégyzetnek. Bizonyitsa be, hogy

AP? + CP? = BP? + DP°. (4 pont)

Egy cég az altala forgalmazott poharakat négyesével
csomagolja Ggy, hogy a poharakhoz még egy talcat is =

ad ajandékba. A 20 cm (belsé) atmérocji, feliil nyitott L . 1

—

forgashenger alaku talcara négy egyforma (szintén
forgashenger alaki) poharakat tesznek tigy, hogy azok —_—
szorosan illeszkednek egymaéashoz és a talca oldalfalahoz is.
b) Igazolja, hogy a poharak alapkérének sugara nagyobb 4,1 cm-nél!

(S pont)

e S

A pohar fala 2,5 mm vastag, bels6 magassdga 11 em.
c) Igaz-e, hogy a poharba belefér 5 dl iidito? (4 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Térgeometria 14. feladat

b) Helyezziink el négy darab 4,1 cm alapkdr sugara poharat egy négyzet
csucsaiban ugy, hogy az alapkdrok kozéppontja négyzetcsucs legyen, és a
szomszedos csucsokban  elhelyezett poharak  érintsék  egymast.

(1 pont)
A négyzet oldala (2-4,1=) 8,2 cm, atloja pedig {E.E-Jﬁa 11,597 <) 11,6 cm
hosszu. (1 pont)
1,6+2.-4,1=19,8, ezért a négyzet kozéppontja kordl 9,9 cm-es sugarral
megrajzolt koron beliil lesz mind a négy pohar alapkére. (1 pont)

Ezért, ha a 4,1 cm sugaru poharakat egy 20 cm atmérdja talcara helyezzik,
akkor azok nem érinthetik egymast és a talca oldalfalat is a feladat

szovegében leirt modon. (1 pont)
Ehhez a poharak alapkérének sugarat ndvelni kell, tehat az allitas igaz
(1 pont)

c) Lasd: Térgeometria 14. feladat
Osszesen: 13 pont
29) a) Ha egy haromszdg szabdlyos, akkor a kériilirt kérének kézéppontja
megegyezik a beirt kirének kdzéppontjaval.
Fogalmazza meg a fenti (igaz) allitas megforditasat, és igazolja, hogy a
megforditott allitas is igaz! (4 pont)
Az epységnyi oldali ABC szabalyos haromszog minden
csiicsanal behiztunk egy-egy széogharmadold egyenest,
igy az abran lathaté PQR szabilyos haromszoget kaptuk.
b) Szamitsa ki a POR haromszog oldalanak hosszat!
(7 pont) ‘
A piros, kék, ziold és sarga szinek kéziil hirom szin "
felhasznalasaval Ggy szinezziik ki az abran lathaté ABQ,
BCQ, CQR, ACP és PQR haromszogek belsejét, hogy a kozis
hatarszakasszal rendelkezo haromszogek kiilonbézo sziniek legyenek.
(Egy-egy haromszog szinezéséhez csak egy-egy szint hasznalunk.)
c) Osszesen hany kiilonbozé szinezés lehetséges? (S pont)
Megoldas:
a) Az allitas megforditasa: Ha egy haromszog korllirt korének kodzéppontja
megegyezik a beirt korének kozéppontjaval, akkor a haromszog szabalyos.
(1 pont)




b)

c)

A beirt kor kozéppontja (a haromszog belsé pontja) a belso szigfelezdk kozis
pontja, amely most egvenld tavolsagra van a haromszdg cstcsaitol (mert a
kéralirt kirnek is kdzéppontja), (1 pont)
ezert a két kor kozds kozéppontjat a haromszog csicsaival osszekoto
szakaszok harom egyenlo szara haromszogre bontjak az eredeti haromszoget.
A szogfelezok miatt ezeknek a haromszigeknek az alapon fekvd szbgeik mind

ugyanakkorak. (1 pont)
Ezért az eredeti haromszog harom belsd szige egyenld nagysagu, tehat az
eredeti haromszog szabalyos. (1 pont)
Az ABQ haromszoig szogei 20°, 40° és 120°. (1 pont) '
(Az ABQ héromezBgbtl szinusztételle]) 2© - 3020

1 sinl20

(1 pont)
ahonnan BQ = 0,395, (1 pont)
AQ = 5.1!140 ' (1 pont)
1 sinl20

ahonnan AQ =0,742. (1 pont)
BQ = AP (mert az abra forgasszimmetrikus) (1 pont)
lgy PO = AQ - AP =0,347. (1 pont)

Lasd: Kombinaforika 39. feladat
Osszesen: 16 pont

30) Egy haromszog oldalainak hossza 7 cm, 9 cm és 11 cm.

a) Igazolja, hogy a haromszog hegyesszogi! (5 pont)
Egy derékszbgii haromszog oldalainak centiméterben mért hossza egy
szamtani sorozat harom egymast koveto tagja.

b) Igazolja, hogy a haromszog oldalainak aranya 3:4:5. (5 pont)
c) Ennek a derékszogii haromszognek a teriilete 121,5 cm?. Szamitsa ki
a haromszog oldalainak hosszat! (3 pont)

Megoldas:

a)

bj

c)

A legnagyobb szidg a legnagyobb (11 cm hosszi) oldallal szemben van. (2 pont)
Jeldlje ezt a szdget a. Hasznaljuk fel a ksozinusziételi:

7'+9° 11" _ 1

cosa = = =0,0714). 2 pont
279 14 ) (2 pont)
a = 85,9, tehat a haromszog valoban hegyesszogii. (1 pont)
Jelblje a haromszdg oldalainak hosszat a-d, a és a+d (D<d<a). (1 pont)
A Pitagorasz-tétel alapjan (a—d)’ +a” =(a+d)". (1 pont)
A négyzetre emeléseket elvégezve és rendezve: a’ = 4ad (1 pont)
(a # 0-val osziva) a =4d. (1 pont)
A haromszog oldalai tehat 3d, 4d és Sd, az oldalak aranya ezért valoban
3:4:5. (1 pont)
3 i X d - 4d
A haromszig teriilete: =]12L5, (1 pont)
Innen 12d* =243, azaz (d > 0 miatt) d=4,5. (1 pont)
A haromszig oldalainak hossza tehat 13,5 em, 18 em és 22,5 em. (1 pont)

Osszesen: 13 pont



31)

a) Dontse el, hogy igaz-e a kivetkezo kijelentés! Valaszat indokolja!

Van olyan Gi, illetve Gz fagraf, amelyre igaz, hogy a G2 csiicsainak

szama kétszerese a G; csicsai szamanak, és a Gz éleinek szama is

kétszerese a G; élei szamanak. (A fagrafnak van legalabb egy csiicsa.)

(3 pont)

Az A, B, C, D, E, F kereskediocégek mindegyike mind az 6t masik céggel
kotott egy-egy lizletet az el6z6 hénapban (barmelyik két cég kozott
pontosan egy iizletkotés jott létre). Az ellenorzo hatosag véletlenszeriien
kivalaszt a hat cég el6zé havi (egymas kozotti) iizletkotései koziil
négyet, és azokat ellenorzi.

b) Mekkora annak a valosziniisége, hogy az A vagy a B ceég ilizletkotései

koziil is ellenoriznek legalabb egyet? (6 pont)
Az egyik cég azzal bizott meg egy reklamiigynokséget, hogy tervezzen
egy nagy mereti, fliggolegesen leomlo hirdetovasznat a budapesti
Lanchid fo tartélancanak egy részére.

wid U S =

A hid két tampillérének PV tavolsaga kb. 200 méter. A fo tartolanc alakja
jo kozelitéssel egy olyan (fiiggoleges sikh) parabolanak az ive, amelynek
a tengelypontja a PV felezopontja (U), a tengelye pedig a PV
felezomerdlegese. A lanc tartopillérmél becsiilt legnagyobb magasséaga
PQ =16 méter, a vaszon tervezett szélessége PS =50 méter. A tervek
szerint a QR iven felfiiggesztett hirdetovaszon az abran sotétitett PQRS
teriiletet fedi majd be (RS meroleges PS-re).

c) Hany m? teriiletii vaszon beszerzéseére lesz sziikseg, ha a rogzitések

miatt 8% veszteséggel szamol a tervezo? (7 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Grdafelmélet 11. feladat
b) Lasd: Valosziniiségszamitds 44. feladat
c¢) Vegyunk fel egy alkalmas derékszogl koordinatarendszert, amelyben legyven

U(0;0) és P(100;0). Ekkor ©Q(100;16) és S(50;0) (a tengelyeken az

egységeket méterben mérjik). (1 pont)
Az U, Q pontokon atmend parabola egyenletét keressiik, melynek a
szimmetriatengelye az y tengely. Mivel a parabola tengelypontja az origo, azért

egyvenlete iy =cx” alakn. (1 pont)
A parabolan rajta van a Q(100;16) pont, tehat 16=¢-100", (1 pont)

1 xz*
ahonnan ¢ =0,0016 = —— ezért a parabola egvenlete y = — 1 pont
e 05 TP 8y ¥Y=625 i pony



masodfokt

A hirdetévaszon altal fedett PQRS terulet (ezt az x> 625

fliggvény  [50;100] intervallumon vett hatarozott integralja adja

[ [ X Tﬂ (gt
meg): | = = pon
50 625 1875 |,

a 3
= ﬁ?—% = 455% (1 pont)

Ha 8% veszteséggel kell szamolni, 46&%:(},92 = 507m”® vaszonra lesz

szlkseg. (1 pont)
Osszesen: 16 pont

32)Egy mnagy méreti, koztéren feldllitandé ora A 4

-

szamlapjat szabilyos 12-szog alakira tervezik. Az |, A
AA,.. A, szimlapot egy 260 cmx 180 cm-es téglalap 1./ N,

alakid aluminiumlemezbol vagjak ki az abra szerint. 4 l i

a) Mekkora tomegi az oralap, ha az } | :
aluminiumlemez vastagsaga2mm, és 1m® & &
aluminium témege 2700 kg ? (7 pont)

b) Jeldljiik meg a szabalyos tizenkétszog A, csicsat! Hany olyan
derékszégi haromszog van, amelynek egyik csicsa az A, a masik
két csficsa pedig szintén a tizenkeétszog valamelyik két cstesawval

azonos? (Két haromszoget akkor tekintiink kiilonbézonek, ha
legalabb az egyik csiucsuk kiilonbozo.) (5 pont)

Megoldas:

a)

bj

A szabalyos 12-szog felbonthatd 12 darab egybevago, 30 - A,
0s szarszoglu egvenld szara haromszogre. (1 pont)
A 12-szog kozéppontja O, az AOA, egyenlé szaru
haromszig alapjahoz tartozd magassag m =90, (1 pont)

alapja a = AA; =2-90-tgl5 = 48,2 (cm). (1 pont)
A 12-szog terillete 12-? =~ 26000 cm”. (1 pont)
Az oralap térfogata 26000-0,2 = 5200 cm’ = (1 pont)
= 0,0052 m’, (1 pont)
tomege 0,0052-2700 =14 kg . (1 pont) %)

A Thalész-tétel miatt derékszdgu haromszoget akkor
kapunk, ha a haromszog leghosszabb oldala a 12-szbg koreé irt korének
atmerdje, tehat ennek az oldalnak a két végpontja a 12-szbg ket atellenes

csucsa. (1 pont)
Ha A, az atfogo egyik végpontja, akkor a masik végpont A, . (1 pont)
A haromszig harmadik (derékszogl) csticsa ekkor a maradék 10 cstics kozil
barmelyik lehet. Ez 10 lehetdség. (1 pont)
Ha A, a derékszogl csucs, akkor a haromszog atfogoja 5-féle lehet:
AAGAA; AA, A A, vagy A A, . Ez 5 lehetdség. (1 pont)

Osszesen 10+5=15 kulénbozd, a feltételeknek megfelelé derékszogi
haromszig van. (1 pont)



33)a) Hatarozza meg az alabbi két allitas logikai értékét (igaz vagy hamis)!

Valaszait indokolja!

I. Ha egy trapéznak 2-2 szige egyenlo, akkor a trapéz hirtrapéz.

II. Ha egy haromszdgben a = b, akkor sin3a = sin 3f.

(A haromszog oldalai a, b és ¢, a veliik szemkoézti szégek rendre o,

esy.) (6 pont)
b) Fogalmazza meg a II. allitas megforditasat, és a megforditott

allitasrol is dontse el, hogy igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!

(4 pont)

Egy matematika-vizsgafeladatban harom allitas logikai értékét kell
meghatarozni (igaz vagy hamis). Harom helyes vilasz esetén 2, két
helyes vilasz esetén 1, kettonél kevesebb helyes valasz esetén O pontot
kap a vizsgazoé. Béla tanult egy keveset, de bizonytalan a tudasa:
mindegyik kérdésnél 0,6 valoszinuséggel talalja el a helyes valaszt.
¢) Szamitsa ki annak a négy eseménynek a valb6sziniiségét, hogy Béla

sikeres tippjeinek szama 3, 2, 1, illetve O, és hatidrozza meg Béla

pontszamanak varhato értékét! (6 pont)

Megoldas:

a) 1. Az allitas hamis. (1 pont)
Ellenpélda az olyan trapéz, amelynek 2-2 szemkozti szoge egyenld, mig a
szomszedos szogei klonbozok, (2 pont)
I1. Az allitas igaz. (1 pont)
Ha a = b, akkor a =03, igy 3a = 3P, tehat valoban sin3a =sin3f . (2 pont)

b) A IL allitas megforditasa.

Ha egy haromszoéghben sin3a = sin3f, akkor a=b. (1 pont)
A ll. allitas megiorditasa hamis. (1 pont)
Ha 3c=180°"-33 (azaz o +p=60°), akkor sin3a=sin3p, de (a = 30°
esetén) a = b, (2 pont)
c) Lasd: Valdszintiségszamitas 45. feladat

Osszesen: 16 pont

34) Az ABCDEFGH négyzetes oszlop AE, BF, CG, DH élei merolegesek az

nem tekintjiik kiilonbézoknek.) (6 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Keordinatageometria 25. feladat
b) Ldasd: Térgeometria 30. feladat

ABCD alaplapra. Az A csicsbél kiindulé hidrom €l hossza AB=AD=8
egység, AE =15 egység.

a) Szamitsa ki az EF és AH vektorok skalaris szorzatat! (3 pont)
A négyzetes oszlop kiré egy P csiucsponti forgaskapot
illesztiink ugy, hogy az A, B, C, D csiicsok a kup
alaplapjara, az E, F, G, H csiicsok pedig a kiap palastjara
illeszkedjenek. (A kiap és a négyzetes oszlop tengelye
egybeesik.) A kiip magassaga 45 egység.

b) Szamitsa ki a kap felszinét! (7 pont)
c¢) Hany olyan derékszégli haromszog van, amelynek
egyik befogdja 15 egység hosszi, és a masik két oldala is
epész szam hosszusagu? (Az egybevagdo haromszogeket




c)

Az ismeretlen befogd hossza legyen b, az atfogd hossza pedig c (és mindkettd
pozitiv egész szam). A Pitagorasz-tétel miatt 15 +b° =¢”, innen
225 =c* -b" =(c-b)(c+b). (2 pont)
225=3".5°. Mivel 0 <c—-b <c+ b, ezért a tényezdkre bontas lehetéségei:

c—b 1 3 5 9
c+b | 225 | 75 | 45 | 26

(2 pont)
¢ lehetséges értékei rendre 113, 39, 25, 17, a hozzajuk tartozd b értékek
rendre 112, 36, 20, 8. Tehat 4 megfelelo derékszogii haromszoég van.

(2 pont)

Osszesen: 16 pont

35) Egy 33x18 cm-es kartonlapbol o

(kivagassal, hajtogatassal) téglatest
alakii dobozt keészitenek. A doboz
(sététre szinezett) kiteritett haléjat és
meéreteit az abra szerint valasztjak meg.
a) Hatdrozza meg a doboz térfogatat,
ha a=7 cm! (3 pont)
b) Hogyan kell megvalasztani az a, b,
¢, élek hosszat ahhoz, hogy a doboz térfogata maximalis legyen?(9 pont)
Egy téglatest barmely hiarom csiicsa egy haromszdget hataroz meg.
c) A téglatest csicsai altal meghatarozott haromszégek kozott hany
olyan van amelynek a sikja nem esik egybe a téglatest egyik lapjanak

- - -

sikjaval sem? (4 pont)
Megoldas:
a) Ldsd: Térgeometria 32. feladat
b) Lasd: Fiiggrények - Analizis 39. feladat
8
c) A téglatest 8 csiucs 6sszesen [3] = 56 haromszoget hataroz meg. (1 pont)

Alternativ megoldas:

Ezek kozil le kell vonni azokat, melyeknek sikja egybeesik a téglatest
valamelyik lapjanak sikjaval, Mind a hat lapon négy ilyen haromszodg van,
osszesen tehat 24, (2 pont)
A megfelelé haromszogek szama (56 - 24 =) 32. (1 pont)

A feladat szerint nem wvalaszthatéo olyan haromszig,
amelynek két oldala a téglatest két élével azonos.

Ha a haromszig egyik oldala a téglatest egy éle, akkor
ennek a ket végpontjahoz kétféleképpen valaszthatjuk
a haromszog harmadik csucsat, mert a kivalasztott
élben csatlakozo két lap egyik csicsa sem valaszthato

a haromszog harmadik csucsakeént. (1 pont) __ sens v
A téglatestnek 12 éle van, ezért ilyen haromszdghol .? T &
dsszesen 12-2 =24 darab van. (1 pont) | "‘x\_ 5 P |
Ha a haromszdgnek nincs olyan oldala, amelyik a b P
téglatest valamelyik élével azonos, akkor mindharom | j
oldala a téglatest egy-egy lapjanak atldja. | et NG

" e rns :";. i



A téglatest egy adott csucsabal kiindulo harom él nem kizds végpontjai egy
haromszoget hataroznak meg.

A téglatestnek 8 csucsa van, ezért ilyen haromszogbdl 8 darab van. (1 pont)
A megfeleld haromszigek szama 24 +8=32. (1 pont)

Alternativ megoldas:
A téglatest ,alsd” lapjarol két szomszédos csucsot 4-
feleképpen wvalaszthatunk, ezekhez a feltételeknek
megfeleléen a felsé” lapjarol 2-féleképpen valaszthatjuk
a harmadik csucsot. (1 pont)
Az alsé laprol két atellenes cstucsot 2-féleképpen
valaszthatunk, ezekhez a fels6 laprol 4-féleképpen
valaszthatjuk a harmadik csucsot. (1 pont)

Tehat (4-2+2-4=)16 megfeleldé haromszdg van,
melyeknek az also lapon van két csiicsa, és ugyanigy
16 megfelelé haromszodg van, melyeknek a felsé lapon
van keét csucsa. (1 pont)
Osszesen tehat 32 megfeleld haromszog van,

(1 pont)
Alternativ megoldas:

A téglatest egy kivalasztott testatlojanak ket
végpontjahoz a téglatest maradék 6 csucsanak
barmelyike wvalaszthatd a haromszdg harmadik
csucsanak. (1 pont)
A téglatestnek 4  testatloja wvan, ezért ilyen
haromszogekbdl 6sszesen 6-4 = 24 darab van.

(1 pont)
Ha a haromszdgnek nincs olyan oldala, amelyik a P
téglatest valamelyik testatloja, akkor nem lehet olyan . . ==
oldala sem, amelyik a téglatest valamelyik éle, ezért | Baaaa i 7 ,’ !
mindharom oldala lapatlo. \ // E
Ilyven haromszéghdl 8 darab van. (1 pont) | h i/
A megfeleld haromszogek szama 24 + 8 = 32. § x“\ ,/

(1 pont) | .- bn\J;

Osszesen: 16 pont Tt e

36) Egy egyenlo szari haromszog oldalai hosszisaganak atlaga 10, szoérasa

3.2.

a) Hatarozza meg a haromszog oldalainak a hosszat! (6 pont)
Egy haromszog csicsai a derékszogi koordinata-

rendszerben A(-6;0), B(6;0), és C(0;8).
b) Igazolja, hogy a 3x-4y =-12 egyenletii e egyenes felezi az ABC

haromszog keriiletét és teriiletét is! (10 pont)
Megoldas:
a) A haromszog kerlilete 30 egység.
Jelolje az oldalak hosszat x, x és 30-2x. (1 pont)

A szoras miatt:



bj

10 -x) +(10-x) +(2x-20)
\/f x) +( ax_]' +(2x ) -32 (1 pont)
200 -40x+2x" =18
2x° -40x+182=0
x —20x+91=0 (1 pont)
x, =7 vagy x, =13 (1 pont)
A haromszidg oldalai az elsé esetben 7, 7, 16 egység, a masodik esetben 13,
13, 4 egység. (1 pont)
Ellendrzés: Az elsdé eset nem lehetséges, mert nem teljestil a haromszog
egyenlotlenseg.
A masodik eset lehetséges, mert teljesill a haromszog egyenlotlenség és a
SZOTAS JS“ +3; Sl J18 =342 valoban.y (1 pont)

Lasd: Koordinatageometria 26. feladat
Osszesen: 16 pont

37)a) Didntse el, hogy igaz-e a kovetkezo allitas! Valaszat indokolja! (4 pont)

Ha egy haromszég két magassaga egyenlé hosszusagu, akkor a
haromsziég egyenlé szarii.

Egy haromszégben a szokisos jelolésekkel a =3, b= 27 és p=2a.

b) Szamitsa ki a haromszog szogeit! (S pont)
Az egységnyi oldali, szabalyos ABC hiaromszidgbe olyan PQRS téglalapot
irunk, melynek PQ oldala az AB oldalra illeszkedik, R a BC oldal pontja, S
pedig a CA oldale.

c) Hatarozza meg a PQRS téglalap teriiletének maximalis értékét!

(7 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Bizonyitasok 26. feladat
b) A szinusztétel szerint: 27 = 51_112“ 2 (1 pont)
sino
J3 = 25111-:?1 - COSOL (1 pont)
sine
Cosa = —QE (1 pont)
vagyis o = 30° (1 pont)
p=2-30°=60°, a harmadik szig pedig 90° (1 pont)
¢) Legyen PQ szakasz hossza x (0 < x <1), (1 pont)
ekkor AP = QB = -1_?"- (1 pont)
és P.S:{}E:ﬁAP:g{l—x]. (1 pont)
A PORS teglalap tertletét a
T(x) =§x{] —-x) (0 < x < 1) figgvény adja meg. (1 pont)

J3

Az xi— T:Jr:[l — x) masodfoku fliggvény maximumbhelye a két zérushelyének

(0 és 1) szamtani kdzepe: 0,5. (Ez a T maximumhelye is.) (2 pont)



— = —=—= 0,217 teriiletegysé 1 pont
R 8 = U, gyseg [ P ]

T[l]_ﬁ 11 3

Osszesen: 16 pont

38) Az ABCD hurnégyszoghben AB =20, BC =18, ABC_ =70° CAD_=50°.

a) Milyen hosszi a CD oldal, és mekkora a hirnégyszog teriilete?
(7 pont)
A derékszogii koordinata-rendszerben adottak a P(-2;0), Q(6;0) és
R(0; 5) pontok, a H pedig a PQ szakasz tetszdleges pontja.
b) Szamitsa ki a PH és az RH vektorok skaliris szorzatit, ha
H(-1,8; 0) (2 pont)

c) Adja meg a H pont koordinatait tigy, hogy a PH és az RH vektorok
skaldris szorzata maximalis, illetve digy is, hogy minimalis legyen!

(7 pont)
Megoldas:
a) ABC haromszog koszinusztétellel: ¢
AC*=20"+18"-2.20-18.cos70°, (1 pont) _
AC = 21],86. (1 pont) I%
A hurnégyszoghen 6 =180°-70°=110°. (1 pont)
ACD haromszogben szinusztétellel: s H
CD  sin30°
= — , (1 pont) ¥ 20
AC smll0° A
CD=17,82. (1 pont)
DCA, =20°, ezért a négyszog terllete:
20-18.8in70° % 21,86-17,82.8in20° _
2 2 .
(=196,1+ 66,6 =) 235,8. (2 pont)

bj
c)

Lasd: Koordindtageometria 28, feladat
Lasd: Koordinatageometria 28. feladat .
Osszesen: 16 pont

39) Adam balatoni telkén all egy kis hétveégi haz. A haz feliilnézete egy

7 m x 4 m-es téglalap. Ha esik az eso, akkor a tetore lehullé csapadékot

a teto négy oldalan kiorbefutd ereszcsatornak gyiijtik 6ssze és vezetik be
négy nagy, kezdetben iires (fedett) hordoba. A hordok forgashenger
alaktak, belso atmeérojiik 40 cm, magassaguk 90 cm.
Egy nyari zivatar alkalmaval 15 mm csapadék hullott a telepiilésen (ez
azt jelenti, hogy minden vizszintes feliileten 15 mm magasan allna az
esoviz, ha mem szivarogna el.) A zivatar koézben a tetore lehullott
csapadék 95%-a dsszegyiilt a hordokban.
a) A zivatar utan mindegyik hordéban ugyanolyan magasan allt a viz.
Mekkora ez a magassag? (S pont)
A haz cserépteteje eloregedett, cserélni
kell. A teto feliilete négy sikidombaol all. A
hazteto 7 méteres oldalaihoz ket
egybevago huartrapéz csatlakozik,
amelyek sikja a vizszintessel egyarant 30
fokos szoget =zar be. A trapézok 7m

im

4m



egymashoz csatlakoz6, rovidebb oldala 3 meéter hosszia. A hazteto 4

méteres oldalaihoz két egybeviagd, egyenlo szari haromszog csatlakozik.

b) Hany darab cserepet kell vasirolnia Adidmnak a tetd
ljracserepezéséhez, ha a tetdfeliilet egy négyzetméterére 30 darabra
van sziikség, és a megvasarolt mennyiség 8%-a hulladék lesz?

(11 pont)

Megoldas:
a) Ldsd: Térgeometria 36. feladat
b) A tetd A csucsan athalado, az alapsikjara merdleges, és a tetd rovidebb
oldalaval parhuzamos sikmetszet a padlast olvan ABC egyenld szarua
haromszogben metszi, melynek BC alapja 4 méter hossza, alapon fekvo
szogei pedig 30 fokosak. (2 pont)

A haromszig szarainak hossza AB=AC= i 2,31 (m), ezek
cos30° /3
egyuttal a tetot alkoto két trapéz magassagai. (1 pont)
. - - {? $ 3} 4 Qﬂ iy
A trapézok tertlete igy T, = . i =11,55 (m"). 1 pont)
p ER= Y e (m?) (1p

A trapézok szarai a tetot alkoto ket egyenlo szaru haromszognek is szarai,
Az abra szerint AD szar az ABD derékszogll haromszogbdl hatarozhato meg,

'|||-| 7

BD = % =2 (m), igy a Pitagorasz-tétellel:

_ [ 4 _ [,
AD = |2 +[J§J \/: 3,06 (m). (2 pont)

..H1E -

D

A haztetot alkotd egyenldészara haromszog AE magassaga (szintén a

Pitagorasz-tétellel): AE = =8 -2 = F e 2,31 (m), (1 pont)

3 V3

igy a haromszig tertilete T, = %ig = % ~ 4,62 (m’). (1 pont)



40) Az ABC szabalyos haromszég mindharom oldalat 3-3

56
V3

Ekkora feltlet fedésére 32,3330 = 970 cserépre lesz sziikseg, (1 pont)

A teto teljes fellilete 2(T, + T, ) = = 32,33 m". (1 pont)

a hulladékot is figyelembe véve pedig % = 1055 darab cserepet kell

vasarolni. (1 pont)
Osszesen: 16 pont

Pr-T o

osztoponttal négy egyenlo részre osztottuk. &
a) Hany olyan négyszig van, melynek mind a négy /
cslicsa a haromszog oldalain kijelolt 9 pont koziil / \
valé dGgy, hogy a négyszognek a haromszog S N
mindegyik oldalan van legalabb egy cstcsa? / \
(Két négyszoget kiilonbézonek tekintiink, ha B
legalabb egy csicsukban kiilonboznek.) (5 pont)
Jelolje a 4 egység oldali ABC szabalyos haromsziég BC b
oldalianak B-hez kozelebbi negyedelopontjat P, a CA AN
oldal C-hez kozelebbi negyedelopontjat Q, az AB oldal . \
A-hoz kozelebbi negyedelopontjat pedig R. Jeldlje /!
tovabba AP és B(Q szakaszok metszéspontjat X, BQ és " e
CR szakaszok metszéspontjat Y, végiill CR és AP - N
szakaszok metszéspontjat Z. L. H
b) Hatarozza meg az XYZ haromszog teriiletét! (11 pont)

Megoldas:

a)
bj

Ldsd: Kombinatorika 45. feladat
A (harmadrendl) forgasszimmetria miatt az ABX, BCY és CAZ haromszogek

egybevagoak, és az XYZ haromszog szabalyos. (1 pont)
/
9 N\
/ b4
LI K
. : / Y.
- /LR
A ” i R i

(Kiszamitjuk ai ABX haromszog tertiletét.)

Az ABP haromszigben AB=4, PB=1, PBA, =60°,
Koszinusztétellel: AP* =1° +4° -2.1-4.c0s60° =13, AP = 13 (= 3,606).(2 pont)
Az ABP haromszigben o = BAP,

Szinusztétellel: sino 1 (1 pont)

sin60° 13
J3

sina = =0,2402), o =13,9° (o hegyesszog). 1 pont

35 ) ( hegyesszog) (1 pont)

A forgasszimmetria miatt CBQ, =ua, igy ABX, = 60° - a(=46,17). (1 pont)
4

Az AXB haromszoghben szinusztétellel: = y
& sin(60° o)  sin120°

innen AX = 3,328, (1 pont)



AB-AX -sina _ 4:3,328-81n13,9°

Az ABX haromszdog terulete ¢t = 5 2= 5 = 1,599,
(2 pont)
Az XYZ haromszog tertilete T, =T, 5. -3t = (1 pont)
3
:-.%-42—3-1,599:2,13, (1 pont)

Alternativ megoldas:
Legyen o = BAP, .

ABC, = 60°miatt

BPA, =120°-a. (1 pont)
Az ABP hafomszbgben szinusztstellel; — oo _1 (1 pont)
sin(120°-a) 4

4sina =sin(120° - )
4sina=sinl120°-cosa -cos120°-sina
4sina =—-§-cn3u+lsinu (1 pont)
E:-".inﬂt = E«n‘:a:::s o
2
tgo = ? (= 0,2474) (1 pont)
a=13,9° (1 pont)
A forgasszimmetria miatt QBC, =, igy ABX, =60°-«a = 46,1°. (1 pont)
Az ABX haromszogben (AXE, =120° miatt) szinusztétellel:

.smu _ BX ‘ (1 pont)
sinl20° 4

in (607 —
valamint smll{ @) — ax . (1 pont)
sin120° 4

Innen BX = 1,100 és AX = 3,328. (1 pont)
A forgasszimmetria miatt AZ = BX,
gy ZX =AX-AZ=AX-BX ~2,219, (1 pont)

A forgasszimmetria miatt az XYZ haromszoég szabalyos, teriilete tehat

J3

o XZ*=2,13. (1 pont)

Osszesen: 16 pont
41) Az ABCD konvex négyszioghen AB=50m, BC=60m, CD=70 m,
tovabba BAD< = BCD« =100,3°.
a) Szamitsd ki a négyszog teriiletét! (9 pont)
Az ABCD konvex négyszoget az atléoi négy haromszogre bontjak. Ezeket
pirosra, kékre, sargara vagy zoldre szinezziik Ggy, hogy barmely két
szomszédos haromszog kiilonbozo szini legyen, de az egymassal
szemben fekvok azonos szinuek is lehetnek. (Két haromszog
szomszédos, ha van kézos oldaluk.)
b) Hany olyan kiilonb6zo szinezés lehetséges, amelyhez pontosan 3
szint hasznalunk? (6 pont)



b)

Megoldas:
Az adatokat helyesen feltiintetd abra: (1 pont)
A BCD haromszog tertilete:

BC-CD-sin100,3° _60-70-5in100, 3° ~ 2066 m?
2 2
(1 pont)
A BCD haromszigben koszinusztétellel:
BD' =60° +70° —=2-60-70-cos 100, 3° (1 pont)
Ebbdl BD =100 m. (1 pont)
Az ABD haromszogben szinusztétellel:
sme S50 : (1 pont)
sin100,3° 100
sine =0,4919, amibdl £ =29,5°, mivel
hegyesszig. (1 pont)
ABD<x = (180° -100,3° - 29, 5° =)50,2°, (1 pont)
igy az ABD haromszog tertulete
AB-BD.sin50,2° 50-100-sin50,2° 5
= =1921 m".

2 2
A négyszdig tertilete: 2066 +1921= 3987 m*.

Alternativ megoldas:

Az adatokat helyesen feltlinteté abra; (1 pont)
A BCD haromszog tertilete:

BC-CD-sinl100,3° _60-70-sin100,3° ~ 2066 m’.
2 2
(1 pont)
A BCD haromszogben koszinusztétellel:
BD® =60° +70° -2.60-70-c0s100,3°, (1 pont)
Ebbdl BD =100 m.
Legyen AD = x (m). (1 pont)

Az ABD haromszigben koszinusztétellel:

50° + x* —2-50 x-c0s100,3° =100°.

Rendezve: x° +17,88x-7500=0.

Az egyenlet pozitiv gyoke = 78,1. (A negativ gydk =-96,0).

Ezért az ABD haromszig tertulete:

AB-AD-sinl100,3® 50-78,1-s8in100,3"
2 B 2

A négyszig teriilete: 2066+1921 = 3987 m*.

Lasd: Kombinatorika 46. feladat

=1921 m*.

(1 pont)
(1 pont)
(1 pont)

(1 pont)
(1 pont)

Osszesen: 15 pont



42) Egy tobbnapos nemzetkiézi matematikakonferencia

minden résztvevije belépokartyat kap, amelyen a seeroxarrva T

PQRST konvex otszog és annak atloi lathatok. A P
szervezok nugy tervezik, hogy egy-egy belépokartyan I
az otszog oldalai és atloei koziil valahanyat (egyet
vagy tobbet, akar az Osszeset, de az is lehet, hogy [
egyet sem) megvastagitanak, igy a kiilonbézo ] | —=T
személyek kiilonb6zé abraju kartyat kapnak. Az N N
elektronikus kapu optikai leolvasoja ez alapjan \—~
engedélyezi a belépést, és elvégzi a személy R 5
regisztraciojat. (Két belépokartya kiilonb6zo, ha az
egyiken szerepel olyan megvastagitott szakasz, amelyik a masikon nem.)
A konferencianak 400 résztvevdje lesz.

a) Jut-e mindenkinek kiilonbozo belépokartya? (3 pont)
A konferencia épiilete egy haromszog alaka teriileten wvan. Ha a
haromszog csiucsai A, B és C, akkor AB= AC =130 méter, és
BC =100 méter. A haromszog alaka teriiletet kettéosztja az egyenes CD
kerités gy, hogy a BCD haromszog alakd rész teriilete 200 m®. (D az AB
oldalon van.)
b) Milyen hosszi a CD kerités? (7 pont)
A konferencian 200 magyar, 70 angol és 130 német matematikus vesz
részt. Az angolok életkoranak atlaga 44 év, a németeké 48 év, az Gsszes
résztvevo életkoranak atlaga 45,7 év.
¢) Mennyi a magyar résztvevok életkoranak atlaga? (4 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Kombinatorika 48. feladat

b) Az abra jelbléseit hasznaljuk. (1 pont)

Az ABF derékszogi haromszoghben
A
cosP = 5{:] (= 0,3846), (1 pont) ,
ahonnan P = 67,4 . (1 pont)
A BCD haromszog tertilete 2000 m?,
12 130 \IEU
. BD-100-—
cagpy S2BC-8IRP. 13 _ 2000. (1pont) PAL \
2 2 ~__
S
Ebbél BD =22 +43.3m. (1 pont) By ~ §
3 B 50 F 50 C
A BCD haromszogben felirva a koszinusztételt:
et =222 11007-2.220 100 cos>. (1 pont)
3 3 13

Ebbdl a kerités hossza: CD =92,4 m. (1 pont)

Alternativ megoldas: 4
Az abra jeldléselt hasznaljuk. (1 pont)
Az ABC haromszdg AF magassaga Pitagorasz-tétellel: X \
V130" - 50" =120 méter. (1 pont) ]3”/ \‘113“
Az ABC egyenld szaru haromszog terlilete: D / 1
190120 6000 m”, (1 pont) x"”‘xh_h \




c)

Mivel a BCD haromszog tertilete 2000 m”, ezért az ABC haromszoggel kozos
BC oldalahoz tartozd magassaga harmada az ABC haromszogének:

DE(=120:3) =40 méter. (1 pont)
BDE .~ BAF s, mert mindketto derékszog(, és kozds az egyik hegyesszoglk.
(1 pont)
A haromszogek hasonlosaganak aranya DE: AF =1:3, ezért BR = %, igy
0
EC = % i (1 pont)
A DEC deréksziga haromszighdl Pitagorasz-tétellel szamithato a CD kerités
, (250Y 2
hossza: CD =  (40° + Sy = 92,4 méter. (1 pont)

Lasd: Statisztika 22. feladat
Osszesen: 14 pont

43) Az okori egyiptomiak az egyenlo szari haromszog teriiletét (kozelito

modszerrel) Ggy szamoltak ki, hogy az alap és a szar szorzatanak a felét

vették.

a) Egy egyenlo szari haromszog alapja 18 cm hosszii. Mekkora lehet a
szara, ha az oOkori egyiptomiak modszere e haromszég wvalodi

teriiletét 25%-nal kisebb hibaval adja meg? (9 pont)
Az okori Egyiptom matematikajaban a szamok négyzetének is jelentos
szerep jutott.

b) Hany olyan 1000-nél kisebb pozitiv egész szam wvan, amellyel az
1-2-3:-4-5-6 szamot megszorozva négyzetszamot kapunk? (7 pont)

Megoldas:
a) Legyen a haromszdg szara (cm-ben mérve) b, Az egyiptomi

b)

szamitas szerint a terulet kazelitoleg % =9b, (1 pont)

A haromszog alapjahoz tartozd magassaga (Pitagorasz- b b

tétellel) m = Vb* —=9* . m

(1 pont)

A haromszog teriilete valojaban 4551 =9.4b"-81. (1 pont) 15-’
A valodi teriilet (m < b miatt) kisebb, mint a kdzelité érték, (1 pont)
ezért, ha a szamitasban elkovetett hiba kisebb, mint 25%, akkor
b
gw < L25: (1 pont)
9.4b* - 81
Rendezve: b <1,25.4b° —81. (1 pont)
Mindkét oldal pozitiv, a négyzetre emelés ekvivalens Aatalakitas:
. ,  1,0625-81
b* <1,5625.(b*-81), b > 21———— =225, 2 pont
( ) 0,5625 R
innen b>15. A hdaromszég szara tehat mnagyobb, mint 15 em. (llven
haromszdg mindig letezik.) (1 pont)

Lasd: Szamelmélet 16. feladat
Osszesen: 16 pont



